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Rotations

A toute rotation sur le tore... correspond un codage
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Sous-shifts

Soit A un ensemble fini.
Définition
Un sous-shift est un SDT (X, S) ou

e X est un sous-ensemble fermé de AZ muni de la topologie
produit,

e |la dynamique est le décalage S : (xi)icz — (Xi+1)iez,

e X est stable pour le décalage.
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Sous-shifts

Soit A un ensemble fini.
Définition
Un sous-shift est un SDT (X, S) ou

e X est un sous-ensemble fermé de AZ muni de la topologie
produit,

e |la dynamique est le décalage S : (xi)icz — (Xi+1)iez,
e X est stable pour le décalage.
Exemples :
o X =A”
e X =1{---000.000---}
e X ={S(---000.1000---): i€ Z}U{---000.000- -}
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Sous-shifts Sturmiens

Définition
Un sous-shift est Sturmien si c'est le codage d'une rotation d'angle
irrationnel.
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Sous-shifts Sturmiens

Définition
Un sous-shift est Sturmien si c'est le codage d'une rotation d'angle
irrationnel.

Autres facons de voir des Sturmiens :
e approximation discrete des droites de pente irrationnelle

e lien avec le développement en fraction continue des
irrationnels
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Langages

Définition

Le /angage de x € A” est

E(X):{W:Eligjtq_W:XI.__.XJ.}'

Le /angage d'un sous-shift (X, S) est L(X) = UxexL(x).
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Langages

Définition
Le /angage de x € A” est
Lx)={w:3i<jtq w=x--x}.
Le /angage d'un sous-shift (X, S) est L(X) = UxexL(x).
Exemple : Si
X ={S(---000.1000---) : i € Z} U {---000.000- - - },

alors £L(X) = {w € {0,1}* contenant au plus un 1}.
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Langages

Définition
Le /angage de x € A” est
Lx)={w:3i<jtq w=x--x}.
Le /angage d'un sous-shift (X, S) est L(X) = UxexL(x).
Exemple : Si
X ={S(---000.1000---) : i € Z} U {---000.000- - - },

alors £L(X) = {w € {0,1}* contenant au plus un 1}.

Si (X, S) est minimal, alors £(X) = L(x) pour tout x € X.
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Complexité

Définition
La complexité de X C A” est

px :N—=>N n— #(L(X)NA").

Théoreme (Morse, Hedlund)

Soit (X, S) un sous-shift minimal. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

© Jes éléments de X sont périodiques ;
@ il existe C tel que px < C;
© il existe n tel que px(n) < n.

France Gheeraert Des Sturmiens aux dendriques GT proba & dynamique 5/ 1



Complexité des Sturmiens

Q
°
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Complexité des Sturmiens

France Gheeraert Des Sturmiens aux dendriques

GT proba & dynamique

6/1



Complexité des Sturmiens

Q
(]

Proposition

Un sous-shift est Sturmien si et seulement si il est minimal et
px(n) = n+ 1 pour tout n.
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Complexité des Sturmiens

Q
(]

Proposition
Un sous-shift est Sturmien si et seulement si il est minimal et
px(n) = n+ 1 pour tout n.

Les Sturmiens sont les sous-shifts intéressants les plus simples.

France Gheeraert Des Sturmiens aux dendriques GT proba & dynamique 6 /1



Généralisations

Les sous-shift Sturmiens sont :

e des codages de rotations irrationnelles

e de complexité n+1

e binaires équilibrés apériodiques

e binaires avec exactement un facteur spécial a droite et un
facteur spécial a gauche de chaque longueur
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Généralisations

Les sous-shift Sturmiens sont :

e des codages de rotations irrationnelles
— codages d'échanges d'intervalles réguliers

e de complexité n+1
— sous-shifts quasi-Sturmiens avec complexité n + k

e binaires équilibrés apériodiques
— sous-shifts équilibrés

e binaires avec exactement un facteur spécial a droite et un
facteur spécial a gauche de chaque longueur
— sous-shifts épisturmiens stricts
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Graphes d’extensions

---10010011001001001101100 - - -

Ex(10)
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Graphes d’extensions

---10010011001001001101100 - - -

extensions extensions
a gauche a droite
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Dendricité

Définition (Berthé, De Felice, Dolce, Leroy, Perrin, Reutenauer,
Rindone)

Un mot w € L(X) est dendrique si son graphe d’extensions est un
arbre.
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Dendricité

Définition (Berthé, De Felice, Dolce, Leroy, Perrin, Reutenauer,
Rindone)

Un mot w € L(X) est dendrique si son graphe d’extensions est un
arbre.

Un sous-shift X est dendrique si tous les mots w € £(X) sont
dendriques.

Proposition
e Tout sous-shift Sturmien est dendrique.

France Gheeraert Des Sturmiens aux dendriques GT proba & dynamique 9 /1



Dendricité

Définition (Berthé, De Felice, Dolce, Leroy, Perrin, Reutenauer,
Rindone)

Un mot w € L(X) est dendrique si son graphe d’extensions est un

arbre.

Un sous-shift X est dendrique si tous les mots w € £(X) sont
dendriques.

Proposition
e Tout sous-shift Sturmien est dendrique.
e Tout codage d’'échange d'intervalles régulier est dendrique.

e Tout sous-shift épisturmien strict est dendrique.
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Hiérarchie
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Mots de retour

) /
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Mots de retour

R3(x)
¢
Ra(x)
X o 0
)
.
Ra(x) -
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Mots de retour

R3(x)
C
Ra(x)

[ mots de retour pour eee :

X o 0
[ ]
)
Ra(x)
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Mots de retour
R3(x)

(07

mots de retour pour eee :
R3(x) * s Ry (x) o0, coe
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Mots de retour

Ra(x)
Q@
[ 0 mots de retour pour eee :
R3(x) * s Ry (x) o0, coe
)
b
X
Définition

Un mot de retour pour w est un mot u tel que
uw € L(X)NwA*\ ATwAT.
L’ensemble des mots de retour pour w est noté Rx(w).
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Dendricité et mots de retour

Théoreme (Vuillon)

Un sous-shift minimal est Sturmien si et seulement si, pour tout
w e L(X), # Rx(w) = 2.
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Dendricité et mots de retour

Théoreme (Vuillon)

Un sous-shift minimal est Sturmien si et seulement si, pour tout
w e L(X), # Rx(w) = 2.

Théoreme (Balkova, Pelantova, Steiner)

Soit (X, S) un sous-shift minimal sur A. Si (X, S) est neutre, alors
# Rx(w) = # A pour tout w € L(X).
C’est une caractérisation pour # A = 3.
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Dendricité et mots de retour

Théoreme (Vuillon)

Un sous-shift minimal est Sturmien si et seulement si, pour tout
w e L(X), # Rx(w) = 2.

Théoreme (Balkova, Pelantova, Steiner)

Soit (X, S) un sous-shift minimal sur A. Si (X, S) est neutre, alors
# Rx(w) = # A pour tout w € L(X).
C’est une caractérisation pour # A = 3.

Théoréme (Berthé et al. & G., Goulet-Ouellet, Leroy, Stas)

Un sous-shift minimal sur A est dendrique si et seulement si
Rx(w) est une base du groupe libre F4 pour tout w € L(X).
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Dendricité et dérivation

---0010001000100100010010 - - -
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Dendricité et dérivation

---0010 0010 001 0010 001 0010 - -
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Dendricité et dérivation

---0010 0010 001 0010 001 0010---

a a b a b a
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Dendricité et dérivation

---0010 0010 001 0010 001 0010---

a a b a b a

Définition
Soient (X, S) minimal, w € L(X) et 0 : B — Rx(w) une bijection.
Le dérivé de X par rapport a w est

Dw(X) ={y € B®:---o(y-1).0(y0)o(y1) - € X}.
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Dendricité et dérivation

---0010 0010 001 0010 001 0010---

a a b a b a

Définition
Soient (X, S) minimal, w € L(X) et 0 : B — Rx(w) une bijection.
Le dérivé de X par rapport a w est

Dw(X) ={y € B®:---o(y-1).0(y0)o(y1) - € X}.

Théoreme (Berthé et al.)

Tout dérivé d’un sous-shift dendrique minimal est dendrique
minimal.
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Isomorphisme
Définition
Deux sous-shifts (X, S) et (Y, S) sont isomorphes (ou conjugués)
s'il existe une bijection ¢ : X — Y qui soit continue et respecte le
décalage, i.e., S(¢(x)) = ¢(S(x)).
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Isomorphisme
Définition
Deux sous-shifts (X, S) et (Y, S) sont isomorphes (ou conjugués)

s'il existe une bijection ¢ : X — Y qui soit continue et respecte le
décalage, i.e., S(¢(x)) = ¢(S(x)).

Théoréme (Curtis, Hedlund, Lyndon)

L'application ¢ : X — Y est continue et respecte le décalage si et
seulement s'il existe N > 1, k < N et un codage 0 tels que, pour
tout x € X,

p(x) = STHo(xM)

ot x(N) = (X, -+ Xn N_1) nez-
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Isomorphisme
Définition
Deux sous-shifts (X, S) et (Y, S) sont isomorphes (ou conjugués)

s'il existe une bijection ¢ : X — Y qui soit continue et respecte le
décalage, i.e., S(¢(x)) = ¢(S(x)).

Théoréme (Curtis, Hedlund, Lyndon)

L'application ¢ : X — Y est continue et respecte le décalage si et
seulement s'il existe N > 1, k < N et un codage 0 tels que, pour
tout x € X,

p(x) = STHo(xM)

N)

ot x(N) = (X, -+ Xn N_1) nez-

Autrement dit, tout isomorphisme peut-étre décomposé en
© l'isomorphisme naturel entre X et un certain
XN = (x(N): x e X1,
@ un codage entre X(N) et Y, injectif sur X(V).
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Dendricité et isomorphisme

Proposition
Soit w € L(XN).
o Exm(w) = Ex(v) pour un v € Ly w-1(X) bien choisi
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Dendricité et isomorphisme

Proposition
Soit w € L(XN).
o Exm(w) = Ex(v) pour un v € Ly w|-1(X) bien choisi si
w# e

o siw =g, alors Ex(n) (W) = Uyery 1 (x)Ex(v)-
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Dendricité et isomorphisme

Proposition
Soit w € L(XN).
o Exm(w) = Ex(v) pour un v € Ly w|-1(X) bien choisi si
w# e

o siw =g, alors Ex(n) (W) = Uyery 1 (x)Ex(v)-

Si N > 2, alors le graphe d’extension de & dans X(M) n’est pas
connexe.
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Dendricité et isomorphisme

Proposition
Soit w € L(XN).
o Exm(w) = Ex(v) pour un v € Ly w|-1(X) bien choisi si

w# e

o siw =g, alors Ex(n) (W) = Uyery 1 (x)Ex(v)-

Si N > 2, alors le graphe d’extension de & dans X(M) n’est pas
connexe.

Corollaire

La dendricité n'est pas stable par isomorphisme.
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Ultime dendricité

Définition (Dolce, Perrin)

Un sous-shift (X, S) est ultimement dendrique s'il existe N tel que
tous les mots de longueur au moins N dans £(X) sont dendriques.
Le N minimal est appelé seuil.
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Ultime dendricité

Définition (Dolce, Perrin)

Un sous-shift (X, S) est ultimement dendrique s'il existe N tel que
tous les mots de longueur au moins N dans £(X) sont dendriques.
Le N minimal est appelé seuil.

Proposition
e Tout sous-shift dendrique est ultimement dendrique.
e Tout sous-shift périodique est ultimement dendrique.
e Tout sous-shift quasi-Sturmien est ultimement dendrique.

e Tout sous-shift 1-équilibré est ultimement dendrique [Dolce,
Dvoréakovd, Pelantova].
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Ultime dendricité et isomorphisme

Proposition (Dolce, Perrin)

Si (X, S) est ultimement dendrique de seuil M, alors pour tout
N > 2, (XN)|S) est ultimement dendrique de seuil
max{1l,M — N + 1}.
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Ultime dendricité et isomorphisme

Proposition (Dolce, Perrin)

Si (X, S) est ultimement dendrique de seuil M, alors pour tout
N > 2, (XN)|S) est ultimement dendrique de seuil
max{1l,M — N + 1}.

Proposition (Dolce, Perrin)

Soit (X, S) un sous-shift et « un codage injectif sur X. Si (X, S)
est ultimement dendrique, alors (a(X), S) est ultimement
dendrique.
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Ultime dendricité et isomorphisme

Proposition (Dolce, Perrin)

Si (X, S) est ultimement dendrique de seuil M, alors pour tout
N > 2, (XN)|S) est ultimement dendrique de seuil
max{1l,M — N + 1}.

Proposition (Dolce, Perrin)

Soit (X, S) un sous-shift et « un codage injectif sur X. Si (X, S)
est ultimement dendrique, alors (a(X), S) est ultimement
dendrique.

Théoreme (Dolce, Perrin)

L'ultime dendricité est stable par isomorphisme.
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Ultime dendricité & co

Proposition (Dolce, Perrin; G.)

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
Q (X,S) est ultimement dendrique;
@ (X, S) est ultimement neutre;
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Ultime dendricité & co

Proposition (Dolce, Perrin; G.)
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
Q (X,S) est ultimement dendrique;
@ (X, S) est ultimement neutre;
@ (X, S) est ultimement ordinaire;
Q (X, S) est ultimement acyclique;
o (

X, S) est ultimement faible ou neutre;
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Ultime dendricité & co

Proposition (Dolce, Perrin; G.)

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(X, S) est ultimement dendrique;

X, S) est ultimement neutre;

X, S) est ultimement ordinaire;

X, S) est ultimement acyclique;

X, S) est ultimement faible ou neutre;

X, S) est ultimement connexe et px(n) € O(n);

(
(
(
(
(
(

X, S) est ultimement fort ou neutre et px(n) € O(n).
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Ultime dendricité et mots de retour

Le sous-shift (X, S) engendré par

---00110022001100200110022001100011 - - -

est ultimement dendrique de seuil 2.
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Ultime dendricité et mots de retour

Le sous-shift (X, S) engendré par
---00110022001100200110022001100011 - - -

est ultimement dendrique de seuil 2.
On a
R x(00) = {0011,0022,002,0}

donc
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Ultime dendricité et mots de retour

Le sous-shift (X, S) engendré par
---00110022001100200110022001100011 - - -

est ultimement dendrique de seuil 2.
On a
R x(00) = {0011,0022,002,0}

donc
o #Rx(00)=4+#3,
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Ultime dendricité et mots de retour

Le sous-shift (X, S) engendré par
---00110022001100200110022001100011 - - -

est ultimement dendrique de seuil 2.
On a
R x(00) = {0011,0022,002,0}

donc
o #Rx(00)=4+#3,
o (Rx(00)) = (0,11,2) # Fo12}.,
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Ultime dendricité et mots de retour

Le sous-shift (X, S) engendré par
---00110022001100200110022001100011 - - -

est ultimement dendrique de seuil 2.
On a
R x(00) = {0011,0022,002,0}

donc
o #Rx(00)=4#3,
hd <RX(OO)> = <05 1172> 7é F{0,1,2}y
e Rx(00) n'est pas une base du sous-groupe qu'il engendre.
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Ultime dendricité et mots de retour : tout n'est pas perdu

Proposition (Dolce, Perrin)

Si (X, S) est minimal et ultimement neutre de seuil N, alors
#Rx(w) = px(N+1) — px(N) + 1 pour tout w € L(X) de
longueur au moins N.
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Ultime dendricité et mots de retour : tout n'est pas perdu

Proposition (Dolce, Perrin)

Si (X, S) est minimal et ultimement neutre de seuil N, alors
#Rx(w) = px(N+1) — px(N) + 1 pour tout w € L(X) de
longueur au moins N.

Proposition (G., Goulet-Ouellet, Leroy, Stas)

Si (X, S) est minimal et ultimement dendrique de seuil N, alors les
sous-groupes (Rx(w)) sont conjugués pour tout w € L(X) de
longueur au moins N.
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Ultime dendricité et dérivation

Théoreme (G., Leroy)

Si (X, S) est minimal et ultimement dendrique de seuil N, alors
(Dw(X),S) est ultimement dendrique de seuil < max{0, N — |w|}.

Théoreme (G., Leroy)

Soit (X, S) un sous-shift minimal. Si (X, S) est ultimement
dendrique, alors il a un dérivé dendrique.
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Ultime dendricité et dérivation

Théoreme (G., Leroy)

Si (X, S) est minimal et ultimement dendrique de seuil N, alors
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Ultime dendricité et dérivation

Théoreme (G., Leroy)

Si (X, S) est minimal et ultimement dendrique de seuil N, alors
(Dw(X),S) est ultimement dendrique de seuil < max{0, N — |w|}.

Y = Dy(X) < X =o0[Y]
ot 0 : B — Rx(w) est une bijection appelée substitution de retour.

Proposition (G., Leroy)

Si (X, S) est ultimement dendrique et si o est une substitution de
retour, alors (o[X],S) est ultimement dendrique.

Théoreme (G., Leroy)

Soit (X, S) un sous-shift minimal. Alors (X, S) est ultimement
dendrique si et seulement s'il a un dérivé dendrique.
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Travaux actuels et futurs

e Peut-on caractériser |'ultime dendricité a I'aide des mots de
retour ?

e (Espinoza) L'ultime dendricité est préservée par |'application
de codages non-injectif.
e (Damron, Fickenscher) Le nombre de mesures ergodiques d'un

ultimement dendrique est borné par KH si px(n) ~ Kn.
Peut-on étre plus précis?
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Merci pour votre écoute !
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